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| Posons, avec Niels Nielsen, (Integrallogarithmus, Leipzig 3906 ) 
C (2) sk cos ada a ant S.) aay. sin 4° dr . 
x æ 


Ne PTT RENE TENTE 


Les deux fonctions ainsi définies se confondent, à une constants addi- 
tive près, et aprés un changement trés simple de variable, avec les 
intégrales de Fresnel, en général écrites 


i =e 2 
| C(z) i) ae “ym ‘ S(z) = [sin dE du 


pay Wa 


2 4 Re . . 4 , ” : 
ou TS =. Étudiant les propriétés de ces fonctions, Nielsen établit la 


formule suivante 


T 


8 eae 
' À CA Dr sin CR Vcos 8 iy 
0%(e) + S*@) = sin 26 


D’aprés cette formule, la somme des carrés des deux fonctions consi- 
dérées serait une fonction de æ°. Or si l’on pose, toujours avec Nielsen, | 


L(x} = [Te RE dx, 


on obtient les relations 


ee ViL(æV—i) . V—iL(æVi) 


S (x) = Vi LV = V—iL(xVi) 


d’où l’on tire 
C(x) + Sa) = L(z Vi) L(x V— 0) - 
Or Nielsen donne le développement 


ÿ gett 
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qui montre que, dans le produit L(x Vi) L(x V— à). il y a des termes 
d'ordre impair en « : ainsi le coefficient de x est VE - La formule de 
Nielsen pour C* + S° est donc inexacte. Il est malheureusement difficile 
de découvrir l’erreur commise, la démonstration donnée par Nielsen 
étant compliquée et s’appuyant sur des formules qu’il dit avoir établies 
dans d’autres ouvrages. Nous allons montrer, en tout cas, que l’on peut, 
par le calcul symbolique, trouver pour C? + S? une expression dépendant 
de x, et non de 2”, et d’ailleurs infiniment plus simple que la fonction de 
Nielsen. 

La fonction que ce savant appelle L(x) n’est autre que la transcendante 


de Kramp, et s’écrit encore, en introduisant la fonction complémentaire 
d’erreur, 


1— 


L(x) = a erfe(a) . 


es 


On a donc. 
C? (a) + S*(a) = + erfe(x Vi) erfe(a Vi). 


Mais le calcul symbolique nous donne la relation 
¢2 
p Vn e” erfe (p) = eves 
d’ou 
it? 


p Vnie* ” erfe (pVi) Se * 
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et, par la formule du produit, 
t is? __t¢—s)? 


pr erfe(pVi) erfc(pV—i) ak er eli. class 


le premier membre étant d’ailleurs égal à 
4p [C*(p) + S(p)1. 
On calculera aisément l'intégrale du second membre, qui est égale à 
4 
7 sin > 
done 


x | cr) + s@)| = . sin . 


ce qui permet d'écrire, par la formule de pion 
—pt 


CH(p) + Sp) = | 7 sin À di 


ou encore, après un changement de variable, 
vs sin wu? 
a — 2 à 
C?(a) + S*(x) =| ê nr 
o 


c’est la formule que nous voulions établir. 
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QUADRANGLE BORDE DE TRIANGLES ISOSCÈLES SEMBLABLES 


Note de M. V. TuéBauLt, Le Mans (France) 


Dans un important Mémoire (Association française pour |’Avancement des Scien- 
ces (1), 1891, pp. 53 à 66), CoLLIGNON a donné relativement à la figure formée par un 
quadrangle bordé de carrés des propriétés intéressantes auxquelles nous en avons 
ajouté d’autres (A. F. A. S., Bruxelles 1932, 78 à 81). La présente Note considère la 
configuration plus générale constituée par un quadrangle bordé extérieurement ou 
intérieurement de quatre triangles isoscèles semblables dont les angles à la base ont 
une valeur arbitraire donnée. 


1. Notations. — Soient un quadrangle convexe ABCD, (AB =a, 
BC =b, CD =c, DA =d, AC =e, BD =f); A’, B', C’, D'les sommets des 


triangles isoscéles semblables, dont l’angle à la base est a, (o aax 3) 


construits extérieurement sur AB, BC, CA, AB; A”, B”, C”, D" les sommets 
des triangles isoscéles égaux aux premiers et construits intérieurement 
sur AB, BC, CD, DA; Met N les milieux de AC et BD; w l’angle aigu des 
diagonales AC et BD; S,,S,, S,,S, les aires des triangles ABC, CDA, BCD, 
DAB ; S Vaire ABCD. 


2. Les triangles AA’D” et ABD ayant un angle égal 

A'AB +. BAD” = D”AD + D”AB 

compris entre côtés proportionnels, sont semblables. 
Par suite, 

A'D” : BD'= AA’ : AB =1 : cos 2a = CB" : BD ; (1) 
donc A’D” =C’B”. On obtient de même A’B” =C’D", puis BA” =D'C", 
B/C” = D'A”, de sorte que 

A’B” = C'D” = B’A” = D'C” = AC : 2 cos a =e: 2 cos a ; 
A'D” = C'B” = B'C” = D/A” = BD : 2 cos a =f: %cosa. @) 
Comme les triangles AA’D” et AAD’, par exemple, sont égaux et que 
leurs côtés homologues AD” et AD' se coupent sous l’angle D'AD" =a, 
les côlés homologues des parallélogrammes A'B"C'D", B'C!D'A" sont égaux 
el se coupent sous le même angle a. 
Le barycentre & des points (A’, B’, C’, D’) et (A”, BY, C”, D”) coincide 
avec celui des sommets (A, B, C, D) du quadrangle fondamental au milieu 


() Nous emploierons, dans la suite, l’abréviation A. F. A. S. 


ee 


te 


du segment rectiligne MN : la droite GG” des centres G’, G/ rallélo- 
grammes A'B'C'D”, B'C'D'A"” passe par le point Q, et COL Sebel 
ao varie, les points A’ et C’, B’ et D' décrivent des divisions semblables sur 
les médiatrices des côtés opposés AB et CD, BC et DA du quadrangle ; 
il en résulte que les milieux G’ et G” des segments rectilignes A/C' et BD’ 


D? 


se déplacent sur une droite A = G'G” passant au milieu 2 de MN. Or, 
lorsque a ee on sait que les points G’ et G” sont les sommets d’un 
carré MG/NG” ('). Donc, dans le cas général, les droites MN et A = G'G” 
sont rectangulaires et MG'NG” est un losange d'angle G'MG"” = a ; 
de sorte que les milieux G' et G” des diagonales A'C’ et B'D' du quadrangle 


(2) Cfr. CocLIGNON, AFAS, loc. cit. et V. THÉBAULT, AFAS, loc. cit. 


és 
d’où pin en à GE que PET 
BA'—a:2cosa,  BB'=b:2cosa, — - 2ab cos B= 6 = (a 
et par analogie, | | Din esti so 


AB* — =| (a + b*) (1 — cos 2a) + e° one 4S, sin 2a | : ve aa 


BC? = =| 0" + et) (1 — cos a) + ft cos 2a 4, sin a] bere os 
CD? = IG +a) (1 — cos pal + e cos 2a + 4S, sin na : 4 cos?a 


DA? = G + a?) (1 — cos 2a) + f*? cos 2a + 48, sin 2a 74 cos*a : (6). 
_Hen résulte que 

NB? + CD? = =| (a?+ Hd) (1— cos a) Ye* cos 2a+ 4S sin 2a | :4cos’a ( 

BUS D DA? — — | (abc) (1— cos 2a)+ 2f? cos 2a + 4S sin 2a | :4cos*a, ( 


car 


§, Poy = ee eee oe 


Les expressions de A” B’?. B’C"?, C'D'?, D’ A’? se déduisent des précé- 
dentes en remplaçant le signe + par le signe — devant 4S, sin 2a, 
48, sin 2a, 48, sin 2a, 4S, sin 2a, de sorte que 


AR Ope Late a) (1—cos 2a)-+2e* cos 2o—4S sin 2a | : 4 costa 


( 


BC+ D’A"2=- (a+ b°+-c?+-d*)(1—cos 2a)+-2f* cos Qa—AS sin 2a | >4cos’a. 
Dès lors, si AC = e =f = BD, on a, à la fois, 
A'B? + CD? = BC? 4 DA? et A”B™ +4 CD? — BC+ DA”, 


et réciproquement, ce qui, en vertu d’une propriété connue, permet 
d’énoncer la proposition suivante : k 


| 4 o 
F 
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_  THÉoRÈME. — Dans un quadrangle convexe ABCD, dont les diagonales 
AC et BD sont égales, les diagonales AC! et BD’, A"C” et B'D" des 
. quadrangles A'B'C'D' et A'B"C"D" dont les sommets coincident avec ceux 
de quatre triangles isoscèles semblables construits extérieurement et 
intérieurement sur les côtés, sont perpendiculaires, et réciproquement. 
Te cos 2a =0, et on a, quel que soit le rapport des lon- 


— 67 — 


Lorsque à — 
. gueurs des diagonales AC et BD du quadrangle fondamental, 
| AB? 4+ CD? = a? + b+ + + IS = BC? + DA", 
Bots) | 
ADS Cp”? = ahs Rapes a BUS = proue D'À”? à 
On retrouve ainsi cette propriété classique : 


THÉORÈME. — Dans un quadrangle convexe quelconque, ABCD, les 
diagonales A’C’ et BD’, AC” et B'D" des quadrangles A'B'UD’ et 
ABCD", dont les sommets coincident avec les centres des carrés cons- 
truits extérieurement et intérieurement sur les célés, sont perpendiculaires, 
et réciproquement. 

Dans le triangle A’B’’C’, on a 


DRAC DS TB UE cosh RC 


d’où, puisque 


angle A’B’C’ = 7 + (2a — w), 
et, en vertu de (2), : 


AC? = Le f? + ef cos Qa — | :4cos’a. (11) 


Dans le triangle B’C’’D’, on a également, 
B'D 2 ds BC’? are D’ C2 + DBC” à D'’C’’ cos B'C D? 


c’est-à-dire que 
B/D? = le + f? — %ef cos (2a + w)] : 4 cos*a. , (12) 


en observant que 
angle B’C’’D’ = 2a + w. 


Par analogie, on obtient 


AVC? — fe + f? + 2ef cos (Qa + w | : 4cos*a (13) 


B’D'? = Le + f?— ef cos (2a — w)| : 4 cos’a ; (14) 


AS 
de sorte que 
AiO)? BO as lor [cos (Qa + w) + cos (2a — u)| :2cos’a (15) 


=P? 9D. 
Si 
cos (2a + w) + cos (2a — w) = 0, 
on a, à la fois, 
A’! — B'D’ ' et AUDE =, Bs 
_et réciproquement. Cette condition est réalisée dans les deux hypothèses 
suivantes : 


4° cos 2a —0 et a= a 


le quadrangle ABCD est quelconque. 
TE 
%'cosw—0\'et w= 9 


le quadrangle ABCD est orthodiagonal. 
On a donc ces propositions : 


THÉORÈME. — Dans un quadrangle quelconque ABCD, les diagonales 
A'C' et B'D' (ou A’C” et B’D") du quadrangle A'B'C'D' (ou A”B"C"D"), dont 
les sommets coincident avec les centres des carrés construits extérieurement 
(ou intérieurement) sur les côtés, sont égales. (Théorème connu) (’). 


THÉORÈME. — Dans un quadrangle orthodiagonal ABCD, les diagonales 
A'C’ et B'D' (ou A"C” et B’D") du quadrangle A'B'C'D' (ou A”B'C'"D"), dont 
les sommets coincident avec ceux de quatre triangles isoscéles semblables — 
construits extérieurement (ou intérieurement) sur les côtés, sont égales. 


Enfin, si on a, à la fois, AC — BD et w= > le quadrangle ABCD est 
un pseudo-carré (*). 


THÉORÈME. — Dans wn pseudo-carré, le quadrangle dont les sommets 
coincident avec ceux de quatre triangles isoscèles semblables construits 
extérieurement (ou intérieurement) sur les côtés, est lui-même un pseudo- 
carré, el réciproquement. 


() On peut ajouter, en vertu d’un théorème précédent, que les diagonales A’C! et B'D' 
sont perpendiculaires, ainsi que AC! et B''D”. 
(?) Expression due à J. NEUBERG, AFAS, 1893, loc. cit. 


| 


shy |" yet 
| Les aires-des parallélogrammes A'B’C’'D" et A"B'C"D' ont pour expres- 
sions : 
A’ B'C'D" = — ef sin Qa — w) : 4 cos’a (16) 
A”B’C"D! = — ef sin Qa + w) : 4cos’a. (17) 
Pour que ces aires soient égales, il faut et il suffit que 
sin (2a — w) = sin (Qa + w), 
ce qui exige que l’on ait 


sin w = 0 (hypothèse à écarter), ou bien cosa —0, 


5 T | 
soit à = à ni Dans ce cas, les parallélogrammes A'B''C'D" et A”BIC'D' sont 
égaux (*). 

L’aire du parallélogramme A'B"C'D" s’annule lorsque 

sin (2a — w) = 0, d’où te 20 == {2 wi , 


cn fete 4 T 
ce qui exige que a == w, car O < a < Se 


2 
De même l’aire du parallélogramme A”B’C’D” devient nulle quand 


sin (2a + w)—0, c’est-à-dire sia = + (T — w). 


Dans chacun de ces deux cas, les points (A’, B”, G’, D”) et (A”, B’, C”, D’) 
sont collinéaires, ce qui permet, en vertu de propriétés précédentes, 
d’énoncer cette*proposition : 


THÉORÈME. — Sur les côtés opposés AB et CD, BC et DA d’un quadrangle 
ABCD, dont les diagonales AC, BD se coupent en un point P, on construct 
exlérieurement et intérieurement les triangles isoscèles AA’B, CC'D et 
BA’A, DC’C d’angle au sommet APD — w et les triangles isoscèles BB'C, 
DD’A et CB’B, AD’D d'angle au sommet BPA = 7m — w. Les points 
(A’, B”, C’, D”) sont collinéaires ainsi que les points (A", B’, C”, D’). Les 
droites oblenues passent au point de concours des diagonales AG, BD, 
bissectant leurs angles, et les points B’ et D”, C” et A” sont symétriques 
par rapport aux milieux des segments rectilignes A'B', B'D’ RAR 

Des relations (3) à (6) et de leurs analogues pour le quadrangle 
A”B"C"D”, il résulte d’abord que 


(1) Cfr. V. TaéBauLT, AFAS, 1932, loc. cit. 
(2) Ce théorème généralise une propriété du quadrangle orthodiagonal que nous 


. avous donnée (AFAS, 1932, loc. cit.) (V. T.). 


amies LR } 


Fe puis, que DS Tutt ie) ae F 
x | (C+ BD") EAP) = fo CPC + d+ pe (cos %):2 
et enfin que | a | ui 
| G’G” =MN. tga. 
7 7 Si l’on Sonat extérieurement (ou intérieurement) sur les côtés A 


B’C’,C’D’, D’A’ du quadrangle A’B’C’D’, par exemple, des triangles isoscèles | 
semblables de sommets A,, B,, G,, D, et d’angles à la base a, puis sur les” 
côtés A,B,, B,C,, €,D,, D,A, du quadrangle A,B,C,D, des triangles isoscèles — 
de sommets A,, B,, Gy, D, Mate aux premiers, et ainsi de seat ona 


GG’ =MN. tga, GG —MN.tg'a, GG = MN. tg® hy sss, 


et les distances G’'G", GG, GG; ..., des milieux des diagonales des 
quadrangles A’B’C'D’, A,B,C,D,, A,B.C,D,, ..., sont les termes successifs 
d’une progression géométri ique de raison tg a. 

Il y a lieu d’observer que les points G’ et G” affectés d’indices pairs 
(2, 4, ...) sont situés sur la droite A = G’G’, de part et d’autre du point Q, 
tandis que ceux qui sont affectés d’indices impairs (1, 3, ---) appartiennent 
à la droite indéfinie MN et sont séparés par le point Q. | 

Si GE 7m les points (A’, BY, C’, D"), (Ay, B,, C,, D,), (Ag, B,, Co D), FA 

sont les centres des carrés construits extérieurement sur les côtés des 
quadrangles ABCD, A’B’C’D’, A,B,C,D,, .… ; dans cette HER 


GG" = MN =6G: ne = 6G = 
Les milieux des diagonales de tous les pseudo-carrés successifs A'B'C'D’, 
A,B,C,D,, A,B,C,D,, .…, qui dérivent ainsi d'un quadrangle quelconque 


ABCD coincident alternativement avec les sommets G' et G", M et N du 
carré MG’ NG". 


N. B. — Ces propriétés s'appliquent également aux quadrangles 
A"B"C"D”, A,B;C,D,, A;B;C Dj, «…, provenant de la figure composée du 


quadrangle ABCD Hard TEE EE UE de triangles isoscèles semblables. 
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Deuxiéme Section 


Physique et Chimie 


Le Bureau de la Section est constitué comme suit pour l'exercice 1940-1941 : 


Président : M. P. Drumaux; 
Vice-Président : M. M. de Hemptinne; 
Secrétaire : M. C. Manneback. 


M. le Secrétaire signale dans la correspondance le communiqué ci-dessous, 
concernant des Etalons de substances radioactives. 


M. P. Putzeys fait une communication sur la correction d'absorption dans 
les mesures néphélométriques. 


M. G. Van Esbroeck fait une communication orale sur la formule des gammes 
musicales. . 


Radioactive standards () 


A series of radioactive standards are being prepared under the direc- 
tion of the Committee on Standards of Radioactivity of the National 
Research Council. ‘These standards will be deposited at the National 
Bureau of Standards in Washington, D. C. to be issued as working 
standards to investigators who may desire them. 

The standards under preparation at present are : 

1) RADIUM STANDARDS 

a) 100 cc solutions sealed in 200 cc Pyrex flasks containing 10-° 


. and 10-11 grams of radium to be used as emanation standards either 


directly or by subdilution. 

b) 5 ce solutions sealed in Pyrex ampoules containing 0.1, 0.2, 
0.5, 1.0, 2.0, 5.0, 10, 20, 50 and 100 micrograms of radium to be 
used as gamma ray standards. If desired, these may be obtained in 
sets of 13 with two each of the 0.2, 2, and 20 microgram standards. 


(1) This work is being supported in part by a generous grant from the Ameri- 
can Philosophical Society to the Massachusetts Institute of Technology. 
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2) THORIUM STANDARDS 

Sealed ampoules containing sublimed ThCl,. These may be used 
in preparing standard thorium solutions. 

Directions for use will be furnished with the standards. 

3) STANDARD ROCK SAMPLES | , 

The following rocks, ground to pass 40-mesh screen and be retained 
on 100-mesh screen are available in 100 gram samples. 

Quartzite (Virginia); 
Triassic diabase (Virginia) ; 

Milford granite (Massachusetts)  ; 
Chelmsford granite (Massachusetts) ; 
Gabbro-diorite (Massachusetts) ; 
Columbia River Basalt (Idaho) ; 
Berea sandstone (Ohio) ; 

Dunite (North Carolina) ; 

Carthage granite (Missouri). ; 
Carthage limestone (Missouri) ; 
Deccan Trap (India) ; 

Kimberlite (South Africa). 

These samples of rock will be analyzed for radium and thorium 
content and are intended for use as working standards to check 
methods used in extraction of radon and thoron from rock samples. 
They may be used for direct fusion in the electric furnace or for car- 
bonate fusion. 

All of the above samples will be analyzed at a number of labora- 
tories equipped to make such measurements and ultimately certifi- 
cates will be issued by the National Bureau of Standards. This work 
is in progress but will require considerable time for its completion 
so that final figures are available only for a part of the samples at the 
present time. 

Accurate knowledge of the radioactive content of the materials 
of the earth’s crust is of primary importance in many phases of 
geology, geophysics and cosmology. Reliable radioactive standards 
are also essential in studies of radium and thorium poisoning and in 
biological and medical investigations using the technique of radio- 
active indicators, or internal artificial radioactivity therapy. For 
the latter purposes calibrated standard sources of B-rays will be made 
available. 

It is hoped that the standards which have been prepared by the 
Committee will provide all workers in these fields with a common 
basis for comparison of measurements and also improve the accuracy 
of all measurements of this type. It is likely that they will have 


ee 


_ other applications and the Committee would appreciate hearing from 


4 interested persons who may desire similar standards for their work. 
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The Committee is also glad to cooperate as far as possible in aiding 
investigators to use these standards to the best advantage and wel- 
comes specific inquiries regarding their use. It is urged that any 


‘Suggestions regarding other desirable radioactive standards, not at 


present available, be submitted promptly to the Committee. 

In particular, it will facilitate the work of the Committee if those 
laboratories and individuals which can make use of these standards 
advise the Committee of their probable requirements. 

Communications may be addressed to the Chairman, Professor 
Robley D. Evans, Department of Physics, Massachusetts Institute 


of Technology, Cambridge, Massachusetts. 


L. F. Curtiss; CLARK GooDMAN; ALOIS F. KOVARIK; 
S. C. Linn; C. $S. Piccot; RoBLEY D. Evans. 


SUR LA RELATION UNIVERSELLE ENTRE LA DISTANCE ET LA MASSE 
par M. P. Drumaux 


Nous avons montré antérieurement (') qu’il existe une relation de 
caractère universel entre la distance et la masse, et que cette relation 
résulte de la nature des mesures physiques, c’est-à-dire de la remarque 
d’Einstein, d’après laquelle les ultimes constatations dans ces mesures 
portent en dernière analyse uniquement sur des coïncidences de points- 
événements. 


(1) La nature de la constante de Planck. Ann. de la Soe. scient. de Bruxelles, Tome L, 
série B, première partie, page 73; mai 1930. 

Sur une relation universelle entre l’énergie et le temps. Comptes rendus du Congrès 
national des Sciences. Bruxelles 1930. Imprimerie Georges Thone, Liége 1931, page 172. 

Sur la limite de fréquence des radiations. Ann. de la Soc. scient. de Bruxelles. Tome 
LIL, série B, première partie, page 14 ; janvier 1932. 

Sur l'Univers sphérique d’Einstein. Verhandl. des Intern. Mathematiker-Kongresses. 
Zürich, 1932. Band IJ, p. 319. 

Sur une condition nécessaire pour la possibilité physique des divers types d’univers. 
Ann. dé la Soc. scient. de Bruxelles. Tome LIV, série B, 1934, p. 224. 

Sur l'énergie gravifique. Comptes rendus du 2me Congrès national des Sciences. 
Bruxelles 1935, page 363. Imprimerie Hayez, Bruxelles. 
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otk, est la eae Rire de Es gravitation. etc ne 
lumière, mais réciproquement, elle exige aussi qu'à toute 
physique / corresponde dans la Nature une masse m_ | proportion 
à cette distance et donnée par l’équation précédente mise sous la for 
a j > : Fi 9 90 3 + 4 
| m = OK re pes @ 


| | dt 


~ Considérons d’abord l'équation (1). On y reconnait l’expression de la 
longueur dite gravitationnelle associée à une masse m. Nous avons montré 
précédemment (1), que cette association n’est pas simplement mathéma- | 
tique, mais qu’elle est de nature physique, c’est-à-dire que la longueur 
gravitationnelle est physiquement représentée par une distance théorique- 
ment mesurable, notamment la distance parcourue par un corps d’épreuve 
partant du repos et tombant en chute libre vers la masse m pendant une 
durée correspondant à la propagation de la gravitation le long de la 
distance aller et retour entre le corps d’épreuve et la masse attirante m, 
en supposant que le corps d’épreuve ait une masse re petite vis-a-vis 
dem. — 

Considérons ensuite l’équation (2) qui réciproquement associe à toute 
longueur physique / une masse m qui lui est proportionnelle. 

Cette association paraît, au premier abord, invraisemblable à cause de 
la grande valeur numérique du coefficient c*/2K, à savoir 6,7 10° grammes 
par centimètre, ce qui correspond à environ la masse du globe terrestre « 
pour chaque centimètre de longueur, mais nous verrons que la Nature. 
réalise cette paradoxale condition d’une manière particulièrement simple. 
On sait d’ailleurs que cette correspondance est rigonreusement satisfaite 
dans l’Univers statique d’Einstein où toutes les distances sont gravitation- 
nelles. Nous allons toutefois montrer que cette correspondance entre la 
longueur et la masse n’est aucunement subordonnée à une théorie parti- 
culiére sur la structure de l’Ünivers, mais qu’elle constitue une relation 
d’un caractère général, c’est-à-dire que dans la Nature toutes les distances 
sont nécessairement gravitationnelles. 

Nous avons déjà précédemment (*) abouti à cette conclusion en nous — 
appuyant sur la remarque précitée d’Einstein concernant le caractère des * 
epi tie Sa SR eS a à RME UE 

(‘) Sur une relation universelle entre l’énergie et le temps. Loc. cit. 


(?) Sur une condition nécessaire pour la possibilité physique des divers types d’univers. 
Loc. cit. | 
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constatations dans les mesures physiques, et nous avons en outre indiqué 
qué la relatiôn susdite entre la longueur et la masse pouvait également 
se déduire des équations tensorielles de la gravitation, en montrant le 
rôle joué dans ces équations par le coefficient x de la gravitation 
d’Einstein, lequel peut être considéré comme un coefficient d'identification 
de la masse et de l’espace uni-dimensionnel. 

Nous allons maintenant, sans recourir ni au caractère des constatations 
dans les mesures physiques, ni au rôle du coefficient « susdit, établir la 
relation en question entre la longueur et la masse en la déduisant unique- 
ment des équations générales du champ gravifique, à savoir : 


4 
Ruy CA 9 JuvR ne \ uv a on KT uy (3) 


où, suivant les notations usuelles, Ruy désigne le tenseur de Riemann, 


“R Pinvariant correspondant, g,, le potentiel de gravitation, À la constante 


cosmologique, « la constante de gravitation d’Einstein et T,,, le tenseur 
d'énergie matérielle. On en déduit l’équation contractée : 


R = xp, + 41 (4) 


où p, est la densité propre de la matière. 

R étant un invariant, a une valeur indépendante du choix des coordon- 
nées. Adoptons un système de coordonnées tel que x,, x, et x, soient de 
caractère spatial, x, étant la coordonnée de temps. Choisissons en outre 
les coordonnées d’espace, de manière qu’elles soient trirectangulaires 
à leur origine O, et rendons cette origine solidaire d’un corps d’épreuve 
en chute libre d’une manière permanente dans l’espace. Cela étant, 
recherchons l’expression de R à l’origine O et à un instant quelconque. 

On sait que la chute libre annulera toutes les dérivées premières des guy 
au point O. De ce fait, l’expression de R ne contiendra plus que les dérivées 
secondes des gyy- 

Mais, comme l’origine O est en chute libre d’une manière permanente, 


les dérivées premières restent nulles dans le temps en ce point et, par 


2 
; te dérivées secondes un 
consequent, les quarante dérivées s dag 0, 


seront nulles égale- 
ment. 

Notons ici qu’il n’est pas indispensable que la chute libre perdure 
pendant un intervalle de temps fini : il suffit qu’elle soit réalisée d’une 
manière transitoire correspondant à la notion mathématique d'un état 
stationnaire. 

Notons également que la chute libre d’un corps d’épreuve, par exemple 
celle d’un objet astronomique au sein de la voie lactée, implique 
l'absence de collision du corps d’épreuve avec un autre corps matériel 


d’épreuve. © | is 
_ Notons hth que te anne qe) (reste envictagh que pour 
choix des coordonnées. Il doit en être fait abstraction dans le calcul 
courbure R, car il provoque une perturbation du continuum espace- 
tel que celui-ci préexistait avant l'intervention du corps d’épreuve. 
Le recours à un corps d’épreuve n’est d’ailleurs pas indispensable po 
définir les coordonnées choisies, car celles-ci peuvent être obtenue 
à partir d’un système quelconque de coordonnées au moyen de deu: 
transformations successives des coordonnées. 
En effet, si on désigne par x, les coordonnées primitives, on sait qu une 
première transformation du type : p 


= oi ap & Mop 2), %g 


ou aie sont des constantes arbitraires symétriques en a et B, permet 
d'annuler à l’origine les dérivées premières des guy sans altérer les 
valeurs des g,,, en cette origine, ce qui se démontre en se basant sur la loi 
de transformation des symboles de Christoffel. 

Cela étant, en se basant 4 nouveau sur cette méme loi, on peut aisé- 
ment montrer qu’une deuxiéme transformation du type : 


” 4 Pur 
a = Jury G aps aXe x 


ou les constantes arbitraires ones sont symétriques dans les indices infé- 


2 
rieurs, permet d’annuler à l’origine les dérivées secondes du type Rae 
sans altérer les dérivées premières en cette origine. pa : 

Il résulte de ce qui précède qu’on peut faire abstraction du corps — 
d’épreuve dans le calcul de la courbure R. Comme la région voisine de 0 | | 
ne contenait que ce corps d’épreuve, cette région est donc à considérer 
comme ne renfermant pas de corps matériel. | 

De là on peut déduire que le Laplacien de g,, est nul au point 0. | 
Ge Laplacien dépend en effet du flux de force gravifique à travers une “ 
surface fermée menée autour du point O, et en l’absence de masses situées | 

à l’intérieur de cette surface, ce flux est à considérer comme nul. 2 À 

Le choix des coordonnées correspondant à la chute libre permet donc 
d'annuler au point et à l'instant considérés, non seulement les dérivées 


ba 


4) 


by b mer: oe, 0° 
premières des g,,, ainsi que les dérivées secondes = mais aussi le 
Be ON, 
Laplacien de g,,. 
On peut alors aisément vérifier que dans Pexpression de la courbure R 


toutes les dérivées secondes contenant l'indice 4 disparaissent et, par 


conséquent, la courbure R du continuum espace-temps à quatre dimen- 


sions se réduit à la courbure de l’espace à trois dimensions. 
L’invariant R peut donc s’écrire au point O sous la forme : 
6 


où U désigne le rayon de courbure sphérique tridimensionnelle ence 
point. 


R — 


- Considérons maintenant le terme 4\ entrant dans l'équation con- 
tractée (4). 


On sait que dans les équations générales de la gravitation (3) la masse 
n’entre que par sa densité, et celle-ci est considérée d’un point de vue 
macroscopique à une échelle dépendant du problème traité. 

D’autre part, dans l’expression du tenseur matériel 


| dx, dx, 
ON ke 


la densité p, est par définition la densité de répartition des masses situées 
à l’intérieur du système physique envisagé, à l’exclusion des masses 
situées en dehors de ce système et auxquelles correspond également une 
‘densité de répartition. Par exemple, si le problème étudié est celui du 
champ gravifique à l’intérieur de la voie lactée, la densité p, est la densité 
macroscopique de répartition des étoiles au sein de la voie lactée 
à l’exclusion de la densité macroscopique correspondant à la répartition 
des masses en dehors de la voie lactée, notamment des nébuleuses dans 
le voisinage de la galaxie. 

Par conséquent, pour obtenir la densité totale, que nous désignerons 
par p,, il faut ajouter à la densité p, la densité macroscopique due aux 


masses situées à l’extérieur du système physique étudié et dont il n’a pas 


rar . ys . Aa uv 
été tenu compte dans l’expression du tenseur d'énergie matérielle T -. 
En désignant cette dernière densité par p,, on aura donc : 


CR iy ree 


Comme ‘la courbure totale Rest due à la densité totale'p,, car cette 
courbure est définie indépendamment des limites assignées au systeme 
physique envisagé, on a la relation : 

R= k«p,, 
LX, I 6 


= Vig 


R =x (p, + p,) (6) 
En comparant à |’équation (4), on a: 
4h = Kp, , (7) 


c’est-à-dire que l’équation contractée de la gravitation (4) peut s’écrire | 
sous la forme (6), où p, est la densité macroscopique des masses qui ne | 
font pas partie du système physique envisagé. | 

Nous arriverons à la même conclusion par une autre voie lorsque nous | 
parlerons plus loin (') de la signification mathématique de la constante À, - 
mais on conçoit que pour tout problème de gravitation correctement 
posé, les masses extérieures au système étudié ne puissent intervenir que | 
par une densité macroscopique constante, sous peine de contradiction 
dans les limites assignées au problème. 

Des équations (5) et (6) on déduit 


D =x (0, + P)) paré 


et en remplaçant « par sa valeur 8 xK/c°, ona: 


ass (Pap) = ee : (9) 


U étant le rayon de courbure moyenne sphérique au point O envisagé 
représente le rayon de courbure de l’espace sphérique osculateur en ce 
point. Or le volume d’un tel espace est 2 7*U*. D’autre part, la plus 
grande distance suivant une même direction dans cet espace est 7U, et 
comme cette distance se présente dans trois directions trirectangulaires 
irréductibles entre elles, l’espace uni-dimensionnel maximum est 37U. 
Il en résulte que le taux de volume tri-dimensionnel par unité de longueur 
dans l’espace sphérique osculateur au point O est donné par le rapport 


yA ied Oh 9 rU? 


TST EG 
En multipliant cette expression par la densité totale macroscopique au 
point O, à savoir p, + p,, on voit que le premier membre de l’équation (9) | 
représente le taux de masse par unité de longueur dans la région voisine 
du point O. 


Re" as ; - 
En désignant ce taux par a” °ù dm est la masse élémentaire corres- 


(') Voir la note suivante sur la signification mathématique et physique de la constante“! 
cosmelogique À, page 80. 


— Pe 
pondant à la longueur élémentaire dl, on a: 
dm A 
ou bien 
c 
q Cette relation est analogue à l'équation (2) et montre que, contrairement 


aux apparences, toutes les distances dans la Nature sont gravitationnelles 
comme dans l'Univers statique proposé par Einstein. | 

Remarquons que cette conclusion a été obtenue sans introduire la 
- notion d’Univers, mais simplement la notion géométrique de courbure 
sphérique ou d’espace osculateur au point envisagé. 


dm 
+ Le rapport —— qe représentant la masse par unité de longueur, corres- 


» pond à la densité linéaire, tandis que aes P, correspond à la densité 
cubique. Tandis que celte dernière varie en raison inverse du carré du 
rayon de courbure U comme le montre l’équation (à), la densité linéaire 
est au contraire essentiellement fixe en vertu de l'équation (40), car la 
constante c*/2K est d’une invariance absolue. 
La Nature réalise donc une densité linéaire immuable, à l’aide d’une 
+ densité cubique variable, par le jeu du rayon de courbure U qui varie dans 
l’espace et dans le temps. Si le rayon U est très grand, comme c’est le cas 
dans l’espace sidéral, une très faible densité cubique suffira pour obtenir 
la trés grande densité linéaire c?/2K. C’est ainsi que la densité cubique 
correspondant à la répartition macroscopique des nébuleuses, qui n’est 
que de l’ordre de 107 grammes par centimètre cube, soit environ un 
décigramme pour un espace vide aussi grand que le volume de la Terre, 
_suffit néanmoins pour réaliser la densité linéaire c*/2K qui vaut 6,7 10° 
grammes par centimètre, ce qui représente environ la masse du globe 
terrestre pour un centimètre de longueur. Ce contraste est dû à la trés. 
grande valeur du rayon de courbure U dans la région cosmique explorée 
par l’astronomie. Inversement, une petite valeur du rayon U est conjuguée 
à une grande valeur de la densité cubique, mais la densité linéaire est 
partout et toujours la même, à savoir c”/2K. 


En résumé, on peut déduire des équations tensorielles générales de la 
gravitation qu’à toute longueur physique correspond une masse sou lui 
est proportionnelle suivant un taux essentiellement invariable, c’est- 
4-dire qu’il existe une relation universelle et immuable entre la longueur 
et la masse, ce qui confirme ce que nous avions déja établi anterieure- 
ment en nous basant sur le caractére des mesures physiques. 
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© d'une interprétation erronée de la signification mathémat ( 


Nature, mais simplement une constante d'intégration corr al 
conditions aux limites assignées au problèm de gravitation que 
désire étudier au moyen des équations tensorielles du champ gravifi 

Pour cela, rappelons d'abord que cette constante peut ‘introd 
; dans les équations de la gravitation de la maniére suivante * ots = 
: Le tenseur di 


4 hu ish. 2 
v = nS i Se: 2 ’ .t ’ 
Ro 2 Ju R + , N "J 
avec les notations usuelles, jouit de la propriété d’avoir une dérivée 
covariante contractée identiquement nulle, ce qui correspond. à une loi 


de conservation. 
D'autre part, le tenseur Ti, représente l'énergie et l'impulsion matérielles 
à au sujet desquelles Pexpérience apprend qu'elles sont également soumises — 
à une loi de conservation s'exprimant par l'annulation de la EN 
covariante contractée de ce tenseur. 

Cela étant, du fait que les deux tenseurs en question ont chacun une 
dérivée contractée nulle, on les identifie à Vintervention de la constante x. 
Cette identification conduit ainsi à la loi de gravitation : 

RY — D XR —— KT. 
Cette loi est ensuite généralisée. On se base pour cela sur le fait que le 
tenseur 


1 
fs à ga R + Ag 


où À est une constante et qui est done plus général que le tenseur 


=e 


nein 
RY — 99 gi Ra, i aussi, une dérivée covariante contractée nulle, ce qui 


donne alors, par la méme identification que ci-dessus, la loi de gravita- 
ton généralisée : 


1] 
lege 9 JR +g = KT, 


Telle est donc la voie suivie pour aboutir à cette loi. 


Il résulte de là que le terme À CM peut être considéré comme jouant le 
rôle d’une constante d’ intégration, 

En effet, le passage d’une propriété des dérivées covariantes des 
tenseurs susdits à une propriété de ces tenseurs mêmes constitue une 
opération analogue à une intégration. D’autre part, le tenseur CM étant 


-un tenseur unitaire, puisque CM — 1 ou 0, le terme gi, est l’expression 
tensorielle d’une constante dont la valeur contractée est. AX. 

De là résulte que la présence du terme Mh dans la derniére équation 
signifie que l’énergie en jeu par unité de volume n’est déterminée qu’a 
une constante prés. 

Or, nous avons vu antérieurement (') qu’il en est de même de la densité 
totale qui n’est déterminée qu’à une constante près, à savoir : 


| An 
ar 


kK 
représentant la densité macroscopique des masses ne faisant pas partie 
du système physique ou astronomique auquel le problème traité se 
rapporte. 

Par conséquent, À est lié aux limites assignées au système étudié. Il en 
résulte que À n’est pas une constante universelle de la Nature, mais 
simplement une constante d’indétermination inhérente aux limitations 
arbitraires du système physique ou astronomique auquel se rapporte le 
problème de gravitation envisagé. 

Pour deux problèmes bien distincts l’un de l’autre, par exemple old 
du champ gravifique à l’intérieur de la voie lactée et celui du champ 
gravifique dans l’espace cosmique peuplé de nébuleuses, les valeurs de À 
seront également distinctes bien que À soit une constante dans chacun 
des deux problèmes pris isolément. En effet, si ces problèmes sont correc- 
tement posés, À se rapportera aux masses qui ne font pas partie du 
système envisagé et ne peuvent donc intervenir dans Jes équations que 
par une constante, car si elles intervenaient par une variable, elles 


(1) Voir la note précédente sur la relation universelle entre la distance et la masse, 
page 78, éq. (7). 
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et on aura comme précédemment (*) : PRES ke 
dm _ | | 
dl 2K ‘ 


Si on suppose que la densité p, est la méme partons, U rèprésenters le 
rayon de l'Univers. 

Nous désirons nous abstenir de toute hypothèse au sujet de VUS! 
et si nous en parlons ici, c’est uniquement pour montrer que la constante À 
n'intervient pas dans ce problème et que, de toute façon, il doit y avoir 
un rapport invariable entre la longueur physique et la masse. 


“ 


(!) Ibid., page 78, éq. (6). 
(?) Ibid., page 79, éq. (11). 
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